
分裂域与正规扩张

定义 1 (分裂域). 设域扩张 K/F，f(x) ∈ F [x] 且 deg f(x) = n，若

1. f(x) 在 K [x] 内可分解为一次因式乘积，即

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

2. K = F (α1, α2, · · · , αn),

则称 K 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域.

注. 1. 满足条件 1 的域 K 称为根域，则 f(x) ∈ F [x] 的分裂域为最小的根域. 这个分解
隐含了 n 次多项式有 n 个根.

2. 分裂域与基域 F 有关，例如 f(x) = x2 − 2 ∈ Q [x] 的分裂域为 Q(
√
2)，而 g(x) =

x2 − 2 ∈ R [x] 的分裂域为 R.

3. 分裂域 K = F (α1, α2, · · · , αn) = F (α1)(α2) · · · (αn) 是 F 的有限扩张.

证明分裂域的存在性之前，先证明一个引理.

引理 1. 不可约多项式 p(x) ∈ F [x] 都在 F 的某一扩域上有根.

证明. 设 p(x) =
n∑

k=0

akx
k，作自然同态

π : F [x] → F [x]
/
〈p(x)〉

f(x) 7→ f(x) + 〈p(x)〉

由于 〈p(x)〉 是 F [x] 的极大理想，于是 F [x]
/
〈p(x)〉 是域. 作限制映射

π
∣∣
F
: a 7→ a+ 〈p(x)〉, a ∈ F,

可以证明 π
∣∣
F
是单同态，又因为 π

∣∣
F
是满同态，则 F ∼= π(F ) ⊂ F [x]

/
〈p(x)〉.

记 α = x+ 〈p(x)〉 ∈ F [x]
/
〈p(x)〉，则

p(α) =
n∑

k=0

akα
k =

n∑
k=0

akx
k + 〈p(x)〉 = 0 ∈ F [x]

/
〈p(x)〉.

故 α = x+ 〈p(x)〉 是 p(x) ∈ F [x] 在扩域 F [x]
/
〈p(x)〉 中的根.

1



2

定理 1. 设 f(x) ∈ F [x] 且 deg f(x) = n > 0，则 f(x) ∈ F [x] 的分裂域一定存在且 f(x) 在

分裂域下有 n 个根.

证明. 对 n 作数学归纳法. 当 n = 1 时，设 f(x) = ax+ b (a 6= 0)，则 − b

a
∈ F 是 f(x) 的根.

于是 f(x) 在 F 的扩域 K = F (− b

a
) = F 中有且仅有一个根.

下设 n− 1 时结论成立，去证 n 时结论仍成立. 由引理1，可设 α1 是 f(x) ∈ F [x] 在某

扩域中的根，记 F1 = F (α1)，于是

f(x) = (x− α)f1(x) ∈ F1 [x] , deg f1(x) = n− 1.

据归纳假设，f1(x) ∈ F1 [x] 在 K 中有 n− 1 个根 α2, α3, · · · , αn 且有分裂域

K = F1(α2, α3, · · · , αn).

则

f1(x) = c(x− α2)(x− α3) · · · (x− αn) ∈ K [x] , c ∈ F.

又 α1 ∈ F ⊂ K，于是

f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) ∈ K [x] .

故 K = F1(α2, α3, · · · , αn) = F (α1, α2, · · · , αn)是 f(x) ∈ F [x]的分裂域，且 f(x) ∈ K [x]有

n 个根.

推论 1. 设 K 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域且 deg f(x) = n，则 [K : F ] ⩽ n!.

证明. 由

[K : F ] = [F (α1, α2, · · · , αn) : F (α1, α2, · · · , αn−1)] · · · [F (α1, α2) : F (α1)] [F (α1) : F ] ,

其中 [F (α1) : F ] ⩽ n，因为 α 是 f(x) 的根. 同理有 [F (α1, α2) : F (α1)] ⩽ n− 1，以此类推即

可.

推论 2. 设 K 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域，且有域扩张 K/E/F，则 K 也是 f(x) ∈ E [x] 的分

裂域.

证明. 设 deg f(x) = n，f(x) 的 n 个根为 α1, α2, · · · , αn，则

K = F (α1, α2, · · · , αn).

而 f(x) ∈ E [x] 的分裂域为 E(α1, α2, · · · , αn)，又因为 F ⊂ E，于是

K = F (α1, α2, · · · , αn) ⊂ E(α1, α2, · · · , αn) ⊂ K,

故 E(α1, α2, · · · , αn) = K.
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定义 2 (同构开拓). 设 σ 是环 R1 到 R2 的同构映射，K1 是 R1 的扩张，K2 是 R2 的扩张，

若存在 η 是 K1 到 K2 的同构映射且 η
∣∣
R1

= σ，则称 η 是 σ 的同构开拓.

注. 设 K1 与 K2 是 F -等价扩张，则有同构映射 η : K1 → K2，满足 η
∣∣
F
= idF，于是 η 是

idF 的同构开拓.

下面不加证明地给出有关分裂域唯一性的两个定理.

定理 2. 设 σ 是 F 到 F 上的域同构，则

1. σ 可开拓为 F [x] 到 F [x] 上的同构映射，仍记为 σ，p(x) ∈ F [x] 不可约当且仅当

σp(x) ∈ F [x] 不可约.

2. 设 K,K 分别为 F, F 的扩域且 p(x) ∈ F [x] 不可约，又设 α ∈ K，α ∈ K 分别为 p(x)

和 σp(x) 的根，则 σ 可唯一开拓为 F (α) 到 F (α) 的同构映射 σ 使得 σ(α) = α.

定理 3. 设 σ 是 F 到 F 上的域同构，开拓为 F [x] 到 F [x] 上的同构映射仍记为 σ. 设 E,E

分别为 f(x) ∈ F [x] 和 σf(x) ∈ F [x] 的分裂域，则 σ 可开拓为 E 到 E 的同构映射. 而且不
同开拓的个数不超过

[
E : F

]
，当且仅当 σf(x)的所有不可约因子在 E 中都无重根时等号成

立.

推论 3 (分裂域的唯一性). 设 F 是域，f(x) ∈ F [x]且 deg f(x) = n > 0.则 f(x)的任何两个

分裂域 E 和 E 是 F -等价扩张. 特别地，当 E 与 E 是 F 的同一扩域 K 的子域时，E = E.

证明. 取 F = F，σ = idF，由定理3，σ 可开拓为 f(x) ∈ F [x] 的两个分裂域 E 和 E 的同

构映射且满足 σ
∣∣
F
= idF，故 E 和 E 是 F -等价扩张.

设域扩张 K/F 满足 E ⊂ K 且 E ⊂ K，因为 f(x) ∈ F [x] = F [x]，可设 E =

F (α1, α2, · · · , αn)，E = F (α1, α2, · · · , αn)，于是

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) ∈ E [x] ⊂ K [x] ,

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) ∈ E [x] ⊂ K [x] ,

其中 x−αi 与 x−αi 都是不可约多项式.由于域上多项式环是 Euclid环，进而是唯一析
因环，于是在相伴与不计次序下 f(x) 在 K [x] 中分解唯一，故存在 π ∈ Sn 使得 αi = απ(i)，

故 E = E.

注. f(x) ∈ F [x] 的分裂域的形式可以不同，但它们之间都是 F -等价扩张，在这个意义下分
裂域是唯一的. 例如 x2 − 2 ∈ Q [x] 的分裂域可以是 Q

[√
2
]
，也可以是 Q [x]

/
〈x2 − 2〉.

注. f(x) ∈ F [x] 在不同分裂域中根的表现形式也可以不同，但实质 (即在同构意义下) 是一
样的. 如是否有重根、根的重数、根与根之间的运算以及根的极小多项式等.
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注. 当 K 与 K 同含于 K 时，E = E，此时两组根的形式也相同，只有次序的差别.

命题 1. 设 f(x) ∈ F [x] 的分裂域为 E，σ 是 E 的 F -自同构，则 σ 把 f(x) 的根仍映为 f(x)

的根.

注. 这里的 σ 不一定是恒等映射. 而且在 σ 下 αi 并不一定能够映射到 α1, α2, · · · , αn 的任

意一个，因为 f(x) 未必是不可约多项式，当分解为不可约多项式时，只有每个不可约多项

式的根之间可以互相映射.

推论 4. 设 f(x) ∈ F [x] 的分裂域为 E，则 E 的不同 F -自同构的个数不超过 [E : F ] 且等号

成立当且仅当 f(x) 的不可约因子都无重根.

证明. 这是定理3的直接推论.

推论 5. 设域扩张 K/F，E 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域且 E ⊂ K，则对 K 的任一 F -自同构
σ，都有 σE = E.

证明. 将 x 在 K [x] 上的开拓仍记为 σ，f(x) 在 K [x] 中有分解

f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), ai ∈ E ⊂ K.

于是由 f(x) ∈ F [x]，σ
∣∣
F
= idF 有

f(x) = σf(x) = (x− σ(α1))(x− σ(α2)) · · · (x− σ(αn)),

因而存在 π ∈ Sn 使得 σ(αi) = απ(i)，故

σE = σ(F (α1, α2, · · · , αn)) = F (απ(1), απ(2), · · · , απ(n)) = E.

例 1. 求 x2 + ax+ b ∈ F [x] 的分裂域 E 及 [E : F ].

解. 若 x2 + ax+ b ∈ F [x] 可约，则有

x2 + ax+ b = (x− c1)(x− c2), c1, c2 ∈ F,

则分裂域 E = F (c1, c2) = F，[E : F ] = 1.
若 x2 + ax+ b ∈ F [x] 不可约，则由引理1，x2 + ax+ b 在扩域 F [x]

/
〈x2 + ax+ b〉 上

有根，记为 α1 = x+ 〈x2 + ax+ b〉，则在 F (α1) 中，有分解

x2 + ax+ b = (x− α1)(x− α2), α2 ∈ F (α1),

于是分裂域 E = F (α1, α2) = F (α1). 而 x2 + ax + b 是 α1 在 F 上的极小多项式，故

[E : F ] = [F (α1) : F ] = deg(α1, F ) = 2.
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例 2. 求 f1(x)f2(x) ∈ F [x] 的分裂域 E 及 [E : F ].

解. 思路：不妨设 f1(x), f2(x) 在 F [x] 上不可约，看 f1(x) 在 F [x]
/
〈f1(x)〉 上能否彻底

分解，若不能，则把 F [x]
/
〈f1(x)〉 中的根除掉，再对剩下的多项式讨论. 以此类推，得到

f1(x) ∈ F [x] 的分裂域 K1.
再看 f2(x) ∈ F [x] 在 K1 上能否彻底分解，与上面类似地，得到 f1(x)f2(x) ∈ F [x] 的分

裂域.

例 3 (分圆域). 设 p 是素数. 求 xp − 1 ∈ Q [x] 的分裂域 E 及 [E : Q].

解. xp−1 = (x−1)(xp−1+xp−2+· · ·+x+1)，由 Eisenstein判别法可知 xp−1+xp−2+· · ·+x+1

在 Q 上不可约. 记 ε 是 xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 的一个根，可以证明 ε0 = 1, ε1, · · · , εp−1 是

xp − 1 的 p 个不同的根，于是 E = Q(ε0, ε1, · · · , εp−1) = Q(ε)，[E : Q] = [Q(ε) : Q] = p− 1.

注. 称 ε 是 p 次本原单位根. 由于 xp − 1 的不可约因子无重根，于是 E 的不同 Q-自同构的
个数就是扩张次数 p− 1.

例 4. 设 p 是素数. 求 xp − 2 ∈ Q [x] 的分裂域 E 及 [E : F ].

解.
E = Q(

p
√
2ε0,

p
√
2ε1, · · · , p

√
2εp−1) = Q(

p
√
2, ε)

[E : Q] =
[
Q(

p
√
2, ε) : Q(

p
√
2)
] [

Q(
p
√
2) : Q

]
= (p− 1)p.

定义 3 (正规扩张). 设域扩张 K/F 是代数扩张，对任意不可约多项式 p(x) ∈ F [x]，若 p(x)

在 K 中有一个根能推出 K 中含有 p(x) 所有的根，则称 K 为 F 的正规扩张.

定理 4. 设域扩张 E/F 是有限扩张，则 E/F 是正规扩张当且仅当 E 是 F [x] 中一个多项式

的分裂域.

证明. 必要性：设 [E : F ] = r，取 E 作为域 F 上 r 维线性空间的一组基 α1, α2, · · · , αr，则

E = F (α1, α2, · · · , αr). 令

f(x) = Irr(α1, F )Irr(α2, F ) · · · Irr(αr, F ) ∈ F [x] ,

设它的分裂域为 F (β1, β2, ·, βs)，其中 s > r，则 {α1, α2, · · · , αr} ⊂ {β1, β2, ·, βs}.对任意
Irr(αi, F )，αi ∈ E，而 E/F 是正规扩张，则 Irr(αi, F )的所有根都在 E 中，故 β1, β2, ·, βs ∈ E，

有

E = F (α1, α2, · · · , αr) ⊂ F (β1, β2, ·, βs) ⊂ E,

故 E = F (β1, β2, ·, βs) 为 f(x) ∈ F [x] 的分裂域.
充分性：设 E 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域，对任意不可约多项式 p(x) ∈ F [x]，p(x) 的一

个根 α ∈ E. 记 β 是 p(x) 的任一根，下证 β ∈ E.
取 K 是 p(x) ∈ E [x] 的分裂域，则 K 也是 g(x) = p(x)f(x) ∈ F [x] 的分裂域. 据定理3，

idF 可开拓为 g(x) ∈ F [x] 的分裂域 K 的 F -自同构 σ，且适当调换顺序有 σ(α) = β.


