
自由模

设 R 是幺环，定义

R(n) = R×R× · · · × R = {(a1, a2, · · · , an) | ai ∈ R, i = 1, 2, · · · , n},

设 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ R(n)，记 x 的第 i 个分量为 entix. 对任意 x, y ∈ R(n)，a ∈ R，定义

1. enti(x+ y) = entix+ entiy;

2. enti(ax) = aentix.

可以依定义验证 R(n) 是一个左 R-模.
对 1 ⩽ i ⩽ n，设 ei ∈ R(n) 满足 entjei = δij. 这里 δij 为 Kronecker 记号，即

δij =

1, i = j

0, i 6= j

则对任意 x ∈ R(n)，有 x =
n∑

i=1

(entix)ei，于是有

1. e1, e2, · · · , en 生成 R(n)，即

R(n) = Re1 +Re2 + · · ·+Ren.

2. 任意 x ∈ R(n)，x =
n∑

i=1

xiei 的表示法唯一，即

n∑
i=1

xiei = 0 ⇐⇒ xi = 0, 1 ⩽ i ⩽ n.

定义 1 (自由模). 幺环 R 上的模 M 若与 R(n) 同构，则称为秩 n 的自由模.

定义 2 (基). 设 M 是 R-模，u1, u2, · · · , un ∈ M，满足

1. u1, u2, · · · , un 生成 M，即

M = Ru1 +Ru2 + · · ·+Run.

2. 任意 x ∈ M，x =
n∑

i=1

xiui 的表示法唯一，即

n∑
i=1

xiui = 0 ⇐⇒ xi = 0, 1 ⩽ i ⩽ n.
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则称 u1, u2, · · · , un 为 M 的一组基.

注. 立即可得 e1, e2, · · · , en 是 R(n) 的一组基.

定义 3 (线性无关). 设M 是 R-模，若对不全为零的 a1, a2, · · · , an ∈ R，有 x1, x2, · · · , xn ∈ M

使得

n∑
i=1

aixi 6= 0，则称 x1, x2, · · · , xn 是线性无关的. 否则，称它们是线性相关的.

定理 1. R-模 M 是秩 n 的自由模当且仅当 M 存在一组基 u1, u2, · · · , un.

证明. 必要性：若 M 是秩 n 的自由模，则存在模同构 φ : R(n) → M 满足 ui = φ(ei). 于是

φ

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiφ(ei) =
n∑

i=1

xiui,

于是 u1, u2, · · · , un 生成 M .

若
n∑

i=1

xiui = 0，则

φ

(
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
i=1

xiφ(ui) =
n∑

i=1

xiei = 0,

由于 e1, e2, · · · , en 是 R(n) 的一组基，于是
n∑

i=1

xiei = 0 ⇐⇒ xi = 0. 于是 u1, u2, · · · , un 是

M 的一组基.
充分性：若 M 存在一组基 u1, u2, · · · , un，设 η : M → R(n) 满足

η

(
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
i=1

xiei,

则对任意 x =
n∑

i=1

xiui, y =
n∑

i=1

yiui ∈ M，

η (x+ y) = η

(
n∑

i=1

xiui +
n∑

i=1

yiui

)
= η

(
n∑

i=1

(xi + yi)ui

)

=
n∑

i=1

(xi + yi)ei =
n∑

i=1

xiei +
n∑

i=1

yiei

= η(x) + η(y).

对任意 x =
n∑

i=1

xiui ∈ M，a ∈ R，有

aη(x) = a

n∑
i=1

xiei =
n∑

i=1

axiei = η(ax).
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于是 η 是模同态.

对任意 x =
n∑

i=1

xiui, y =
n∑

i=1

yiui ∈ M，若 η(x) = η(y)，则

n∑
i=1

xiei =
n∑

i=1

yiei,

于是
n∑

i=1

(xi − yi)ei = 0 ⇐⇒ xi − yi = 0 ⇐⇒ xi = yi ∀1 ⩽ i ⩽ n.

于是 x = y，因而 η 是单射.

对任意 y ∈ R(n)，设 y =
n∑

i=1

xiei，则 x =
n∑

i=1

xiui ∈ M 且 η(x) = y. 于是 η 是满射.

综上，η 是模同构，于是 M ∼= R(n)，即 M 是秩 n 的自由模.

下述定理是自由模更一般、更抽象的刻画.

定理 2. 设 R是幺环，M 是 R-模，u1, u2, · · · , un ∈ M，则M 是秩 n的自由模且 u1, u2, · · · , un

是 M 的一组基的充分必要条件是对任意 R-模 M ′ 中的 n 个元素 v1, v2, · · · , vn，存在唯一的
模同态 η : M → M ′ 使得 η(ui) = vi.

证明. 必要性：设 u1, u2, · · · , un 是 M 的一组基，对任意 x =
n∑

i=1

xiui ∈ M，定义

η

(
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
i=1

xivi.

任意 x ∈ M 都能唯一地对应到 M ′ 中的一个元素，于是 η 是映射.
参考定理1的证明，可以证明 η 是模同态.

对 ui =
n∑

i=1

xiui ∈ M，有 xj = δij，于是 η(ui) =
n∑

i=1

xivi = vi.

上面证明了 η 的存在性，下证其唯一性. 设同态 η′ : M → M ′ 也使得 η(ui) = vi，则

η′ (xiui) =
n∑

i=1

xiη
′(ui) =

n∑
i=1

xivi = η

(
n∑

i=1

xiui

)
.

于是 η′ = η.
充分性：设 M ′ = 〈u1, u2, · · · , un〉，因而有唯一的模同态 η : M → M ′ 使得 η(ui) = ui.

设 θ : M ′ → M 是嵌入映射，即 θ(x) = x, ∀x ∈ M ′. 则 η · θ : M → M 满足 η · θ(ui) = ui，

而 id : M → M 也满足 id(ui) = ui. 因而由唯一性有 θ · η = id. 于是 η(M) = M ′ = M，即

u1, u2, · · · , un 生成 M .
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设同态 σ : M → R(n) 满足 σ(ui) = ei，若

n∑
i=1

xiui = 0，则

σ

(
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
i=1

xiσ(ui) =
n∑

i=1

xiei = 0 ⇐⇒ xi = 0,

于是 u1, u2, · · · , un 是 M 的一组基，于是 M 是秩 n 的自由模.

下面总假定 R 是交换幺环.

定义 4 (坐标). 设 M 是自由 R 模，u1, u2, · · · , un 是 M 的一组基.对任意 x ∈ M，存在唯一

的 x1, x2, · · · , xn 使得 x =
n∑

i=1

xiui，称 x1, x2, · · · , xn 是 x 在基 u1, u2, · · · , un 下的坐标，记

为

crd(x; u1, u2, · · · , un) =


x1

x2

...
xn


x 可以写为

x = (u1, u2, · · · , un)


x1

x2

...
xn

 = (u1, u2, · · · , un)crd(x; u1, u2, · · · , un).

定理 3. 设 M 是自由 R 模，u1, u2, · · · , un 和 v1, v2, · · · , vn 是 M 的两组基，则 m = n.

推论 1. R(m) ∼= R(n) ⇐⇒ m = n.

推论 2. R 上两个自由模同构当且仅当它们的秩相同.

把线性空间中的基变换与坐标变换推广，得到以下推论.

推论 3. 设 u1, u2, · · · , un 与 v1, v2, · · · , vn 是自由 R 模 M 的两组基，则存在 n 阶方阵 A,B

使得

(v1, v2, · · · , vn) = (u1, u2, · · · , un)A,

(u1, u2, · · · , un) = (v1, v2, · · · , vn)B,

且 AB = BA = In. 对任意 x ∈ M，有

crd(x; v1, v2, · · · , vn) = Bcrd(x; u1, u2, · · · , un),

crd(x; u1, u2, · · · , un) = Acrd(x; v1, v2, · · · , vn).



5

A 称为从基 u1, u2, · · · , un 到基 v1, v2, · · · , vn 的过渡矩阵，记作

A = T

(
u1 u2 · · · un

v1 v2 · · · vn

)
.

定义 5 (方阵环). 交换幺环 R 上的 n 阶方阵的集合 Mn(R) 关于方阵的加法和乘法作成环，

称为 R 上的 n 阶方阵环.

定理 4. 设 M 是交换幺环 R 上的自由模，则 EndRM ∼= Mn(R).

证明. 由于M 是自由模，于是存在一组基 u1, u2, · · · , un.定义映射 φ : EndRM → Mn(R), η 7→
M (η). 对 η ∈ EndRM，定义

η(uj) =
n∑

i=1

aijui, aij ∈ R.

定义 φ(η) = (aij)n×n ∈ Mn(R).

若 φ(η1) = φ(η2) = A，则对任意 x =
n∑

i=1

xiui，有

η1

(
n∑

i=1

xiui

)
=

n∑
i=1

xiη1(ui) =
n∑

i=1

xi

n∑
k=1

aikui =
n∑

i=1

xiη2(ui) = η2

(
n∑

i=1

xiui

)
,

于是 η1 = η2，φ 是单射.
对任意 A = (aij) ∈ Mn(R)，存在 η 满足

η(uj) =
n∑

i=1

aijui,

则 φ(η) = (aij) = A，于是 φ 是满射.
对任意 η1, η2 ∈ EndRM，

(η1 + η2)(uj) = η1(uj) + η2(uj) =
n∑

i=1

aijui +
n∑

i=1

bijui =
n∑

i=1

(aij + bij)ui,

于是

φ(η1 + η2) = (aij + bij) = (aij) + (bij) = φ(η1) + φ(η2).

(η1η2)(uj) = η1

(
n∑

k=1

bkjuk

)
=

n∑
k=1

bkjη1(uk) =
n∑

k=1

bkj

(
n∑

i=1

aikui

)
=

n∑
i=1

(
n∑

k=1

aikbkj

)
ui,

于是 φ(η1η2) = (cij)，其中 cij =
n∑

k=1

aikbkj.

于是 φ 是环同构，EndRM ∼= Mn(R).
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注. 称 M (η) 为 η 在基 u1, u2, · · · , un 下的矩阵.

定理 5. 设 M 是交换幺环 R 上的自由模，u1, u2, · · · , un 是 M 的一组基，η ∈ EndRM，则

下列条件等价.

1. η 是可逆映射;

2. η 是 M 的自同构;

3. η(u1), η(u2), · · · , η(un) 也是一组基;

4. M (η) 是 Mn(R) 中的可逆矩阵;

5. det(M (η)) 是 R 中可逆元素.

性质 1. 自由模的内直和仍是自由模，且“和的秩”=“秩的和”，“和的基”=“基的并”.
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