
模的直和

定义 1 (外直和). 设 M1,M2, · · · ,Mn 是 R-模，M = {(x1, x2, · · · , xn) | xi ∈Mi, 1 ⩽ i ⩽ n}.
若满足

1. (x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn);

2. a(x1, x2, · · · , xn) = (ax1, ax2, · · · , axn),

则可验证 M 也是 R-模，称为 M1,M2, · · · ,Mn 的外直和，记作

M =M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn =
n⊕

i=1

Mi.

注. Mi 大多数情况下不是 M 的子模，甚至不是子集，因为它们的元素都不一样.

令 M ′
i =

{
x′i = (0, 0, · · · , xi

第i个

, · · · , 0) | xi ∈Mi, 1 ⩽ i ⩽ n

}
，这样 M ′

i 是 M 的子模，且

在 Mi 与 M ′
i 中存在同构映射.

定理 1. 设 M1,M2, · · · ,Mn 与 N 都是 R-模，M =
n⊕

i=1

Mi，φi 是 Mi 到 N 的模同态，则存

在唯一的模同态 φ :M → N 使得

φ(x′i) = φi(xi).

证明. 存在性：定义

φ(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

φi(xi),

根据模同态的定义验证即可.
唯一性：设 ψ :M → N 也是模同态满足 ψ(x′i) = φi(xi)，则

ψ(x1, x2, · · · , xn) = ψ

(
n∑

i=1

x′i

)
=

n∑
i=1

φi(xi) = φ(x1, x2, · · · , xn),

于是 ψ = φ.

定义 2 (内直和). 若 R-模 N 的子模 M1,M2, · · · ,Mn 满足

1. N =M1 +M2 + · · ·+Mn;

2. Mi ∩

(∑
j ̸=i

Mj

)
= {0}, 1 ⩽ i ⩽ n,

1
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则称 N 是 M1,M2, · · · ,Mn 的内直和，也记作

N =M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn =
n⊕

i=1

Mi.

注. 条件 2比“Mi∩Mj = {0}, ∀i 6= j”的条件更强，也等价于N 中元素表示为M1,M2, · · · ,Mn

中元素之和的表法唯一.

定理 2. 设 M 是 R-模 M1,M2, · · · ,Mn 的外直和，N 是 M1,M2, · · · ,Mn 的内直和，则

φ(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

xi

是 M 到 N 的模同构映射.

证明. 根据定义可以验证 φ 是模同态. 下证 φ 是双射.
由于 N 是 M1,M2, · · · ,Mn 的内直和，于是 N = M1 +M2 + · · ·+Mn，对任意 y ∈ N，

都存在 xi ∈Mi 使得 y =
n∑

i=1

xi，于是 y 有原像 (x1, x2, · · · , xn)，故 φ 是满射.

若
n∑

i=1

xi = 0，则

xi = −
∑
j ̸=i

xj ∈Mi ∩

(∑
j ̸=i

Mj

)
= {0},

于是 xi = 0 (1 ⩽ i ⩽ n)，于是 kerφ = (0, 0, · · · , 0)，故 φ 是单射.

性质 1. 直和的表法是唯一的.

证明. 对任意 a ∈ N，假设有两种表法

a = x1 + x2 + · · ·+ xn = y1 + y2 + · · ·+ yn,

则

a− a = (x1 − y1) + (x2 − y2) + · · ·+ (xn − yn) = 0,

于是

(xi − yi) = −
∑
j ̸=i

(aj − bj) ∈Mi ∩

(∑
j ̸=i

Mj

)
= {0},

于是 xi − yi = 0 (1 ⩽ i ⩽ n)，故 xi = yi.

性质 2. 直和的直和仍是直和.

性质 3. 直和可以任意结合（任意加括号）.
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定义 3 (无关). 若 R-模 M 的子模 M1,M2, · · · ,Mn 满足

Mi ∩

(∑
j ̸=i

Mj

)
= {0}, 1 ⩽ i ⩽ n,

则称 M1.M2, · · · ,Mn 是无关的.

定义 4 (不可分解模). 若 R-模 M 不能表示为两个非零模的直和，则称 M 为不可分解模.否
则称 M 为可分解模.

命题 1. 设 M 是 R-模. 若 M =M1 ⊕M2，则 M1
∼= M/M2 且 M2

∼= M/M1.

证明. 由直和的对称性，只证明 M1
∼= M/M2 即可.

设 f :M →M1，对任意 x ∈M，x 可以唯一分解为 x1 + x2，这里 x1 ∈M1，x2 ∈M2.
对 x = x1 + x2 ∈ M，令 f(x) = x1，则 f 是映射. 对任意 x1 ∈ M1，都有任意 x2 ∈ M2 使

得 x1 + x2 ∈ M，于是 x1 总有原像，f 是满射. 当 x1 = 0 时，x = 0 + x2 = x2 ∈ M2，于是

ker f =M2.
对任意 x, y ∈M，有唯一分解 x = x1 + x2，y = y1 + y2，于是

f(x+ y) = x1 + y1 = f(x1) + f(y1),

对任意 a ∈ R，有

f(ax) = f(ax1 + ax2) = ax1 = af(x),

于是 f 是满同态. 由同态基本定理，M1
∼= M/ ker f =M/M2.

命题 2. 设 R-模 M 有直和分解 M =
n⊕

i=1

Mi. 对 1 ⩽ i ⩽ n，设 Ni 是 Mi 的子模，记

N =
n∑

i=1

Ni. 则

N =
n⊕

i=1

Ni, M/N ∼=
n⊕

i=1

(Mi/Ni) .

证明. 由于 M =
n⊕

i=1

Mi，于是对任意 i，有 Mi ∩

(∑
j ̸=i

Mj

)
= {0}. 而 Ni 是 Mi 的子模，有

Ni ⊂Mi 及
∑
j ̸=i

Nj ⊂
∑
j ̸=i

Mj，于是 Ni ∩

(∑
j ̸=i

Nj

)
= {0}. 又 N =

n∑
i=1

Ni，故

N =
n⊕

i=1

Ni.

定义映射 φ : M →
n⊕

i=1

(Mi/Ni), x 7→ (x1 + N1, x2 + N2, · · · , xn + Nn)，其中 x =

x1 + x2 + · · ·+ xn 是唯一分解，xi ∈Mi，于是 φ 是良定义的.
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对任意 x, y ∈M，a ∈ R，

φ(x+ y) = (x1 + y1, · · · , xn + yn) = (x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn) = φ(x) + φ(y),

φ(ax) = (ax1, ax2, · · · , an) = a(x1, x2, · · · , xn) = aφ(x),

于是 φ 是模同态.

对任意 (x1+N1, x2+N2, · · · , xn+Nn) ∈
n⊕

i=1

(xi/Ni)，存在原像 x = x1+x2+· · ·+xn ∈M，

于是 φ 是满同态. 又

kerφ = {x ∈M | φ(x) = 0 +N} = {x ∈M | xi ∈ Ni} =
n⊕

i=1

Ni = N,

由模同态基本定理，

M/N ∼=
n⊕

i=1

(Mi/Ni) .


